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A penalty function is used to satisfy a weak continuity of the displacement in HPM. In the 
iterative method such as the step by step integration for dynamic problems, the influence of the 
penalty function to numerical solution is not studied enough. In this paper, formulation of HPM 
for the dynamic problem with the implicit method using Newmark's β  method is shown and the 
accuracy of the solution is verified by numerical example. In the two-dimensional problems, the 
solution which is the same as FEM is obtained, and a similar result is obtained in a beam theory. 
According to the implicit method, a solution of same accuracy as FEM is obtained in the 
dynamic analysis in HPM using a penalty function. 
 




































いま，Fig.1 に示すように， を ndim 次元ユークリ
ッド空間   の有界領域とし，  
を  の滑らかな境界  とする．このとき，
内における平衡方程式は以下のとおりである． 
 
 in  (1) 
 in  (2) 
 
ここで，  は慣性力で，  を  における変位 
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Fig.1 Reference configuration  
and smooth boundary . 
 
場，  を密度として以下のように表される． 
 
  (3) 
 























 いま， Fig.2 に示すように領域 が閉境界
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Fig.3 Common boundary  
of sub-domain  and  
 
 一方，Fig.3 に示すように，隣接する２つの部分
領域 と の共通の境界 に
おいて，付帯条件 
 
   on  (9) 
 
を Lagrange の未定乗数 を用いて考慮すると，ハイ
ブリッド型の仮想仕事が以下のように得られる． 
 
   
       
         
                                 (10) 
 
ただし，  ならびに  は，それぞれ，部分領
域 と  における境界  上の変位を表
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 現在の時刻 t の時間ステップを n とし，その時

















         (19) 
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ここで，上付きの ･ は時間による１階微分，すなわ
ち，速度を表している．γ と β はパラメータで，通
常，  が用いられている．本論文の数値計算
例でも 1/2 を用いた．また，β の値は  

















Fig.4 Simple beam with concentrated load 
 
 スパンは L = 2m，はり断面における幅は b = 0.2m，
高さ h = 0.25m で，弾性係数 E = 206GN/m2，ポアソ
ン比ν = 0.3，比重 7.85 である． 
 時間積分における Newmark のβ法のパラメータは，
，  とした．また，増分時間は∆t = 






   (a) constant load         (b) impact load 





い方向に 10 分割，スパン方向に 40 分割し，分割さ
れた矩形領域をさらに「たすきがけ」に４つの三角
形に分割した．要素数は 1600 要素である． 
 
 













Fig.7 Displacement response 
 
 Fig.8 は速度に関する解析結果の図である．変位の
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Fig.8 Velocity response 
 
 一方，Fig.9 は加速度に関する応答の図である．○














Fig.10 Displacement mode 
 
 
Fig.11 vonMises stress 
















Fig.12 Deflection response with impact load 
 
 Fig.13 は，応答変位が最大，最小のときの変位モ








Fig.13 Displacement mode with impact load 
 
 
Fig.14 von Mises stress with impact load 
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10 分割，スパン方向に 40 分割し，分割された矩形
領域をさらに「たすきがけ」に４つの三角形に分割
したプリズム状の要素を作成した．要素数は２次元
解析と同じ 1600 要素である． 
 
 











Fig.16 Displacement response (3D) 
 


























Fig.19 Deflection response with impact load (3D) 
 
 Fig.20 は，応答変位が最大，最小のときの変位モ
ードを，Fig.21 はそのときの von Mises の応力の図で
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Fig.20 Displacement mode with impact load (3D) 
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